Formes quadratiques

Imen BHOURI

U

Ce cours s’adresse aux étudiants de niveau deuxieme année de Licence et a ceux qui préparent le
capes. Il combine d’une facon indissociable 1’étude des concepts bilinéaires des formes quadratiques
avec I’étude matricielle et géométrique. C’est un cours illustré par des exemples aléatoires et des exer-
cices avec plusieurs réponses possibles ou des avertissements selon 1’erreur ainsi que des exercices a
étapes et utilisant des bases de données importantes.

1 Formes quadratiques et formes polaires associées

Dans toute la suite E désigne un R-espace vectoriel de dimension 7.

1.1 Définitions
1.1.1 Forme quadratique, Forme polaire

Définition 1.1. On appelle forme quadratique de E toute application ¢ : E — R telle que
1. VAER, Vxc€E, q(hx)=>A\q(x).

2. I'application
b:ExXE — R

(xy) = sle(x+y) —q(x) —q()]
est une forme bilinéaire symétrique.

La forme bilinéaire b est appelée la forme polaire de g.
Remarque 1.1. Si g est une forme quadratique de forme polaire b, alors
V x€E, q(x)=Db(x,x).
Exemple 1. — Soit £ = R"” muni de son produit scalaire usuel noté <, >. L’application

qg:E — R
X = <X,Xx>

est une forme quadratique sur E.

ICe travail a été réalisé a ’occasion d’un projet Tempus, action JEP-31147-2003, impliquant d’une part I’université
Paris-Sud, I’université de Lille (USTL) et I’'université de Delft (TU Delft) et d’autre part I’université de Monastir (ISM et
FSM) et I’université de Sousse (ISITC)



— Soit E = R*, I’application
qg:E — R
x = Xy 41
est une forme quadratique bien connue en mécanique quantique.

Exemple 1.

Définition 1.2 (Effet de changement de bases). Soient B et B’ deux bases de E, notons P la matrice
de passage de B a B'. Si g est une forme quadratique de E de forme polaire associée b, on a vu dans
le chapitre précédent que la relation entre les matrices de la forme bilinéaire b dans les différentes
bases est donnée par

Mat (b, B') =" PMat(b, B)P

et donc
Mat(q, B") =' PMat(q, B)P.

1.2 Expression analytique d’une forme quadratique
1.2.1 Définition

Définition 1.3 (Expression analytique). Soit ¢ une forme quadratique de E de forme polaire b et
B = (ey,---,e,) une base de E. Posons

M = Mat(q,B) = (mi j)1<i,j<n-

Soitx =Y" | x;e;, un élément de E. On a
n n
q(x) =b(x,x) = Z Z m; jXiX;j.
i=1j=1

Comme M est symétrique alors
- 2
qx) =) mig +2 ) mi jxix;
i=1 i<j

Ce polyndme homogene de degré 2 en x1, - - -, x,, est appelé expression analytique de g.

1.2.2 Méthode de dédoublement d’indices et exemples

La méthode de dédoublement d’indice permet de retrouver I’expression analytique de b a partir
de celle de g :

dans I’expression analytique de g, on remplace les xi2 par x;y; et les x;x; par %(xiy j+xjyi) pour
i # j, on obtient ainsi celle de b.

Exercice 1. WIMS : Formes Polaires
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1.3 Rang et noyau d’une forme quadratique

Définition 1.4. 1. Soit ¢ une forme quadratique de E et B une base de E, M = Mat(q,B). On
appelle rang de ¢, noté rgg, le rang de la matrice M.

2. On appelle noyau de g le sous-espace vectoriel de E :
kerg={x€E;Y yecE, b(x,y)=0}.

Remarque 1.2. Remarquons que rgq ne dépend pas de la base choisie et le noyau de q est celui
de sa matrice relativement a n’importe quelle base. (Pourquoi ?) : En effet, si ‘B’ est une autre base
de E et A = Mat(q,B') alors A =" PMP et rgA = rgM, d’autre part, il est clair que kerM C kergq,
réciproquement, si x € kerq alors

V yeE, b(x,y)='XMY="YMX=0

donc  MX =0 et par conséquent, x € ker M.

1.4 Formes quadratiques non dégénérées
Définition 1.5. Soit g : E — R une forme quadratique de forme polaire . On dit que
1. g est non dégénérée si b est non dégénérée c’est-a-dire
(VyeE, b(x,y)=0)=—x=0.
2. g est positive si b est positive.
3. g est définie positive si b est définie positive.

La proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une forme qua-
dratique soit non dégénérée.

Proposition 1.3. Soit g une forme quadratique de E. Considérons une base ‘B de E. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. q est non dégénérée.
2. kerg = {0}.

3. La matrice M de q dans la base ‘B est inversible.

Démonstration. Par définition, g est non dégénérée si et seulement si son noyau est nul, on déduit
d’apres le théoreme du rang que le rang de g est égal a la dimension de E ce qui est équivalent a
rgM =rgq = n, c’est-a-dire a ce que la matrice M est inversible. ]

2 Orthogonalité

2.1 Bases orthogonales relativement a une forme quadratique
2.1.1 Définitions et Remarques

Définitions 2.1. 1. Soit b une forme bilin€aire symétrique sur E. Deux vecteurs x et y de E sont
dits orthogonaux par rapport a b si b(x,y) = 0.
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2. Une base (vy,...,v,) de E est dite orthogonale par rapport a b si
b(vi,v)) =0 ¥V i#j1<ij<n.
3. Si g est la forme quadratique associée a b. Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux par

rapport a ¢ s’ils sont orthogonaux par rapport a b.
4. Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on définit ’orthogonal de F pour b, noté F :

Ft={x€E/b(x,y)=0,Yy € F}.

Remarques 2.2. Soit b : E X E — R une forme bilinéaire symétrique.

1. Une base B(vy,---,v,) de E est orthogonale par rapport a b si et seulement si Mat(b,B) est
diagonale.

2. Soit ‘B une base de E et M = Mat (b, B), trouver une base orthogonale par rapport a b revient
a trouver P € GL,(R) telle que "PMP soit diagonale.
Définition 2.1 (Vecteur isotrope). Un vecteur x est dit isotrope (pour ¢) si g(x) = 0.

Remarques 2.3. 1. Il se peut qu’il existe des vecteurs isotropes non nuls. Par exemple, si E = R?

et
b:EXE — R

((x1,%2), 01,32)) = X131 —x2)2
le vecteur (1,1) est isotrope pour q.
2. Les vecteurs du noyau d’une forme quadratique sont isotropes mais la réciproque est fausse.

3. Si tout vecteur de E est isotrope, alors la forme quadratique q est nulle.

2.1.2 Existence de bases orthogonales

Proposition 2.4. Soit b une forme bilinéaire symétrique de E, alors E posséde au moins une base
orthogonale par rapport a b.

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n, la dimension de E. La propriété est triviale
pour n = 1. Supposons-la vraie pour tout R-espace vectoriel de dimension 7 et soient E un R-espace
vectoriel de dimension finie n+ 1 et b une forme bilinéaire symétrique sur E X E.

Si b = 0, alors toute base de E est orthogonale pour b et E admet au moins une base. Supposons
donc b # 0. Si tout vecteur de E est isotrope, alors b est nulle. Donc, il existe e; € E tel que g(e;) # 0.
Considérons F = {e }* et la restriction »’ de ba F x F.

Lemme 1. Soit e; un vecteur tel que q(e1) # 0, alors les sous-espaces vectoriels Rey et F = {e1 }*-
sont supplémentaires dans E.

Démonstration du lemme. Soit x € E. Pour tout (o,y) de R x E, on a

{x:(xemLy {x=0€€1+y

yeF ber,y)=0
S A {a: e
b(e1,x) = og(er) y:x—mel
qler)
Ceci montre que tout élément x de E se décompose d’une facon unique sur Re; et F, donc Re; et F
sont supplémentaires dans E. En particulier, dim F = n. ]
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Revenons a la démonstration de la proposition. D’apres 1’hypothese de récurrence, il existe une
base (€2, -,e,+1) de F qui est orthogonale pour b'. Notons B = (ey,-,e,41),0na:

— ‘B estune base de E car Re; et F sont supplémentaires.

-V 2<j<n+1lb(ee;)=0care; € F={es} .

-V 2<i,j<n+1, (i%j:(b(ei,e’j):()).
Ainsi, B est une base de E orthogonale pour b. [

Corollaire 2.5. Pour toute matrice symétrique S , il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telle que D ="' PSP.

Démonstration. Soit S une matrice symétrique réelle et notons b la forme bilinéaire symétrique dont
la matrice relativement a la base canonique de R” est S. D apres la proposition précédente, il existe
une base orthogonale par rapport a b, ainsi la matrice de b dans cette base est diagonale. D’apres le
théoreme de changement de bases pour les formes bilinéaires symétriques, en notant P la matrice de
passage de la base canonique a la base B, on a D =' PSP. U

Remarque 2.6. Attention, les éléments de la diagonale de D ne sont pas nécessairement les valeurs
propres de S.

Corollaire 2.7. Toute forme quadratique q sur E est décomposable, d’au moins une facon, en une
combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.

Démonstration. Soient g une forme quadratique sur E de forme polaire b, d’apres ce qui précede,
il existe une base orthogonale B de E et la matrice D de g dans cette base est diagonale D =
diag (dy,---,d,). Soit x un vecteur de E de composantes (xj,---,x,) dans la base B. L’expression
analytique de g s’écrit alors

g(x) =dix} + -+ dyx2.

En notant
f,’ FE — R
X = X

les ¢; sont des formes linéaires, de plus la famille (¢}, ---,¢,) est libre car c’est la base duale de B. [

2.2 Signature d’une forme quadratique

Théoréme 2.8. Soit g : E — R une forme quadratique. Il existe (vy,---,v,) une base de E orthogonale
par rapport a q et des entiers r et s vérifiant 0 < r < r+s < n tels que

n
2 2 2 2 2
q <invi> =X HX X XL T X
i=1

Les entiers r et s ne dépendent que de q.
Le couple (r,s) s’appelle signature de q et le rang de q vaut r + s.
Démonstration. On va montrer 1’existence et I’unicité de r et s.

Existence : Il existe (u],---,u,) une base de E orthogonale par rapport a g. Quitte a réordonner ces
vecteurs, on peut supposer qu’il existe r,s € Ntelsque 0 <r <n,0 <s <netr+s < n vérifiant

q(uij) >0 pourl <i<r (r peut &tre nul)
q(uij) <0 pourr+1<i<r+s (speutétrenul)
q(u;) =0 pouri>r+s (r+ s peut étre égal a n)



Posons

v = —2 pour 1 <i<r,
q(u;)
v = —-4 pourr+1<i<r-+s
—q(u;)
Vi = U; pouri > r+s.
B = (vi,---,v,) est une base de E orthogonale par rapport & g et on a
L. 0 0
M=Mat(q,B)=| 0 —I O
0 0 O

Comme rgqg = rgM alors rgq = r+s.
Unicité : Supposons qu’il existe #’ et s’ dans N et (v},---,v),) une base de E orthogonale par rapport
a g telle que

n
) / / / /
q le-vi :xlz—l—---—l—xr%—xﬁﬂ---—xﬁﬂl
i=1
onar +s =rgM=r+s.

Vérifions que {vi,---v,, v, |, v, } est un famille libre de E.
Supposons que 0 vy + - -+ + 0V, + [‘Slv’r,+1 + 4By, =0

On aura alors ¢ (Z{;I o) =q (— Pt / Bivl, +i>. On en déduit,

2 2 2 2
of + o = - — By

1 — — _ — — / / : s
et par suite 0 = -+~ = 0 = B1="---By =0.Comme {v), ;. , -V, } est une sous-famille d’une
famille libre alors By =---B,_» =0.
La famille {vy,---v,,v),, -+ v, } est donc libre. Par suite, son cardinal 7 +n —r’ est majoré par

la dimension de E alorsonar <7r'.
On montre de la méme fagon que ' < r on en déduit r = ¥/ puis s = 5.

Exercice 2. WIMS : Signature et rang

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme quadra-
tique soit non dégénérée.

Proposition 2.9. Soit g une forme quadratique de E de signature (r,s). Considérons une base ‘B de
E. Alors, g est non dégénérée si et seulement si r+s = n.

Démonstration. Par définition, g est non dégénérée si et seulement si son noyau est nul, on déduit
d’apres le théoreme du rang que le rang de g est égal a la dimension de E ce qui est équivalent a
r+s=n. 0
Proposition 2.10. Soient g : E — R une forme quadratique de signature (r,s).

1. q est positive <= s =0

2. q est définie positive <= r =n
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3 Décomposition en carrés d’une forme quadratique

3.1 Meéthode de Gauss

Le but de cette méthode est d’écrire une forme quadratique comme une somme de carrés.

Théoreme 3.1. Soit g une forme quadratique non nulle de E alors il existe {1,---,{, des formes
linéaires indépendants de E et 0y, --, 0., des réels non nuls tels que

& 2

q= Z ol

i=1

en outre, on a
gqg=p
et
kerg={x e R"/ l1(x) =lr(x) =--- ={,(x) =0}

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension de E.
pour n = 1. Soit (e;) une base de E, tout vecteur x € E s’écrit x = x1e;, donc g(x) = g(e1)x? et
alors g(e1) = o # 0 car ¢ # 0. On choisit dans ce cas

EIZE — R
X1€1 = X1

Soit n > 2, supposons le résultat vrai pour toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimen-
sion p < n— 1 et soit ¢ une forme quadratique de E.Soit B = (ej,ez,---,e,) une base de E, on sait
que

Vx € E,q(x Zal,x +2 Z a; j Xix;

1<i<j<n

Premier Cas : S’il existe iy tel que a;, ;, 7 0 : pour fixer les idées, supposons que aj,; 7# 0.
Le principe est de regrouper tous les termes contenant x; et faire apparaitre un début de

carré.
atx) = arix +22a' ,xlx,+Za,,x +2) aijn;.
=2 =2 2<i<j<n
Notons g (x2, -« ,X,) = Yio ai,ixl-z +2Z2§i<j§n ai,jx;xj. Remarquons que ¢’est une forme qua-
dratique en x,- -+, x,. On a
2, 2
CI(X) = ay,l <X1 + HZ?ZQCH,]’X]XJ') +ql (xZ’ - 7xn)
2
ay ix
= ay <x1—|-2] 5 01]1j>
1
Carg (Z?:zal,m) +qi1(x2,- -, xn).
Soit alors
: ap_ ixj
ay=ar, et by (xl’ )'—>X1 "’Z/ 2 aljlj.



2
g2 (X2, Xn) > q1 (X2, ) — —— (Z ai ]x,>

a ‘
L1\ j=2

est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension n — 1, on lui applique alors I’hy-
potheése de récurrence. Les formes linéaires récupérées en utilisant I’hypothese de récurrence
sont nécessairement libres avec ¢1 vu qu’elles n’ont pas de composantes suivant xj.

Deuxiéme Cas : Cas ol tous les ¢; ; sont nuls, la forme quadratique s’écrit alors sous la forme g(x) =
2Y1<i<j<n@ijXiXj, Vx € E. Sans perte de généralité, supposons que aj  # 0.
L’idée est de regrouper tous les termes contenant x; et x;.

n
Q(x) = 251172%1)52 +2 Z ap,jxix;
j=3

n
+2 Z az, jxoX;j+2 Z a; jXiXj.
j=3 3<i<j<n

Posons,
o(x) = Yisaixj,

y(x) = 2?23612,]')6]'
0(x) = 2¥3<icj<nijXiX;

Remarquons que 0 est un polyndme homogene de degré 2 en x3, - - -, x,,. Une fois que c’est fait,
on regroupe ces formes de la fagon suivante :

q(x) = 2ay2x1x2+2x10(x) + 2x29(x) + 0(x)

= 2 a%2x1x2+a12x1(p( ) +Fai2x0y(x) | +6(x)

a2

= o5 (@ +y(0) (@120 +9() — ;5L e)W(x) +8(x)

q1: (x3,-++,x,) — 0(x) — %(p(x)lu(x) est une forme quadratique sur un espace vectoriel de
dimension n — 2. (Pourquoi ?) : En effet, le produit de deux formes linéaires est une forme
quadratique.

En utilisant la relation ab = I [(a+b)? — (a— b)?], on obtient

q(x) = 5 [(@ox +arp0+ () +0(x))* = (a0 —a120 +Y(x) - ¢(x))’]

+ q1(x37"‘7xn)-

_ 1 _ 1
— 2a12 92 = 34,0

Posons, a
Oy (X1, ,Xn) = a1 px1 +ay px2 +Y(x) + @(x)

et
Oy (x1,- -+, x0) — a1 2x1 —ay 2x2 +Y(x) — @(x).

Les formes /; et /5 sont deux formes linéaires indépendantes de R" et ¢ est une forme quadra-
tique a qui on applique I’hypothese de récurrence.
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Remarque 3.2. La démonstration du théoréme précédent est la méthode pratique de réduction de
Gauss.

Corollaire 3.3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, la signature de q est (r,s) ol
r=card{a; >0,i=1,---,p}

et
s=card{a; <0,i=1,---,p}.

Remarque utile 1. La décomposition de Gauss permet aussi de déterminer une base orthogonale
par rapport a la forme quadratique.

3.2 Exemples

Dans cette sous section, on donne trois exemples de réduction de Gauss d’une forme quadratique.
Conseil : Lire la preuve du théoreme précédent en regardant les exemples.
3.2.1 Exemple 1 : Forme quadratique avec carrés

Exemple 2. Soit E =R3,

q(x,y,z) = 2x*—y*—4xy—8yz
= 2(x* —2xy) —y* —8yz
= 2(x—y)?—9y* —8yz
= 2(x—y)>*—9(? +9y§)
= 2x—y)*—9(y+32) + ¥
l1(x,y,2) =x—y X =x—y
Posons Ez(x,y,z) =yt gZ et y’ =y+ gZ .
Eg(x,y,z):z Z/:Z

(£1,05,03) est une base de I’espace dual E* de E.
Onagq(x,y,7) = 2% —9y? + 122 donc si P € M3(R) tel que

X X
Y | =Py
7 z

alors les vecteurs de composantes les colonnes de P forment une base orthogonale par rapport a g.
Une base orthogonale par rapport a g est donc (vy,v2,v3) ot vi = (1,0,0), vo = (1,1,0) et v3 =
(_4/97 _4/97 1)

Exemple 3. Soit E = R? |
q(x,y,2) = FHxy+xz

= (+dy+i) - (1)



Soit 41 (x,y,z) = x+ %y%— %Z

0 (x,3,2) = 3y + 32
On choisit la forme linéaire ¢ telle que la famille (¢;,¢5,¢3) soit une base de ’espace dual E* de E.
Soit

l3(x,y,2) = z.
Posons | |
X =x+3y+5z2
Y =3y+3z
7=z

Onag(x',y,7') = x> =y donc si P € M3(R) tel que

X X
y | =P 'y ],
7 Z

les vecteurs de composantes les colonnes de P forment une base orthogonale par rapport a g. Une base
orthogonale par rapport a g est donc (vy,v2,v3) ot vy = (1,0,0), v, = (—1,2,0) et v3 = (0,—1,1)

3.2.2 Exemple 2 : Forme quadratique sans carrés

Exemple 4. Soit E =R*,

Q(X,y,Z) = xy+xz+yz+zt
= (x+2)(y+z) -+

2
= 22+’ = 30—y = (e—31) +37

Soient
gl(xa.%Z?t) :x+2Z+y
62(x7)77z7t) =Xy
03(x,y,z,t) :z—%t
ly(x,y,2,t) =t

La famille (¢;,¢,¢3,¢4) est une base de 1’espace dual E* de E. Posons

X =x+2z+y

Y=x—y

/

T =Z—5t
=t

Ona

1, 1 1
q(x' Y, d) = X = =P "

4 T4 4
donc si P € M4(R) tel que
x x
/
y/ —_p| Y
z z
1’ t
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les vecteurs de composantes les colonnes P forment une base orthogonale par rapport a g. Une base
orthogonale par rapport a g est alors (vy,v2,v3,v4) ol

1

V1 = (5717070) ’
1

V) = <§a_17070> ;

11
~,—=,1,0
2’ 2?’)

et

3.2.3 Exercices

Exercice 3. WIMS : Réduction de Gauss

3.3 Décomposition dans une base de vecteurs propres

Proposition 3.4. Soient B une base de E et q une forme quadratique sur E, notons M = Mat(q,B),
alors il existe une base orthogonale par rapport a q formée par des vecteurs propres de M.

Démonstration. Soit B= (ey,---,e,) une base de E. On sait que M = Mat (g, B) est symétrique réelle,
donc il existe P € O(n) telle que P~'MP =’ PMP soit diagonale. Alors (Pey,---,Pe,) est une base
orthogonale par rapport a g. [

Corollaire 3.5. Soit ¢ : E — R une forme quadratique de signature (r,s) et ‘B une base de E. Si
M = Mat(q,B), alors r est le nombre de valeurs propres positives de M et s est le nombre de valeurs
propres négatives de M.

Exercice 4. WIMS : Signature d’une forme quadratique
Exercice 5. WIMS : Rang d’une forme quadratique

Proposition 3.6. Soit ¢ : E — R une forme quadratique de signature (r,s).
1. q est positive <= toutes les valeurs propres de M sont positives.

2. q est définie positive <= toutes les valeurs propres de M sont strictement positives.

3.4 Formes quadratiques équivalentes

Définition 3.1. Deux formes quadratiques ¢; et g de E sont dites équivalentes s’il existe un auto-
morphisme u : E — E tel que g2 = g1 ou.

Remarque 3.7. La relation binaire "équivalente” est une relation d’équivalence.

Proposition 3.8. Soient B une base de E, q| etq, deux formes quadratiques de E de matrices respec-
tives relativement a la base ‘B, A1 et Aj. Alors, qy etqy sont équivalentes si et seulement s’il existe une
matrice P inversible telle que Ay =' PA|P.
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Démonstration. Les formes quadratiques g et ¢g» sont équivalentes si et seulement s’il existe un
automorphisme u de E tel que g» = g1 ou. Notons P = Mat(u,B), soient x € E et X la matrice des
composantes de x dans B. On a alors

qz(x) = ql(u(x)) <~ tXAzX = (PX)AlPX :tX(tPAlP)X
— A :tPA1P

Nous admettons ce résultat qui caractérise deux formes quadratiques équivalentes.

Théoreme 3.9. Deux formes quadratiques sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme
signature.

Exercice 6. WIMS : Formes quadratiques équivalentes

4 Formes quadratiques sur un espace euclidien

4.1 Forme quadratique et endomorphisme autoadjoint
Soit E un espace euclidien dont le produit scalaire est noté <, >.
Proposition 4.1. Soit u un endomorphisme de E. Alors I’application

b:EXE — R
(xy) = <ulx),y>

est une forme bilinéaire sur E. De plus b est symétrique si et seulement si u autoadjoint.

Théoreme 4.2. Soit g une forme quadratique sur E. Alors, il existe un unique endomorphisme autoad-
joint u de E tel que q(x) =< u(x),y > pour tout x € E et la matrice de u dans une base orthonormée
est celle de q dans la méme base.

Démonstration. 1. Existence : Soit B une base orthonormée de E, notons M = Mat(q,B) et b la
forme polaire de g. Pour tous x ety de E, si X et Y désignent leurs matrices des composantes
respectives on a,

b(x,y) =" XMY = (MX)Y

car M est symétrique. I’endomorphisme u de E de matrice M dans la base ‘B, est autoadjoint
(Pourquoi ?) : En effet, sa matrice dans une base orthonormée est symétrique. et on a b(x,y) =<

u(x),y >.
2. Unicité : Supposons qu’il existe deux endomorphismes autoadjoints u et u’ vérifiant

b(x,y) =<u(x),y >=<u'(x),y >
Y(x,y) € E x E. Par conséquent,
u(x)—u'(x) EE- =0 Vx€E.

D’ou,
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4.2 Bases orthonormées, orthogonales par rapport a une forme quadratique

Théoreme 4.3. Soit g une forme quadratique de E. Il existe une base orthonormée de E orthogonale
par rapport a q.

Démonstration. Soit u I’endomorphisme autoadjoint associé a g. On sait que u est diagonalisable et
il existe une base B orthonormée de E formée par des vecteurs propres de u. La matrice de u dans la
base B, qui est aussi d’apres la remarque précédente la matrice de g dans la méme base, est diagonale,
d’ou B est orthogonale par rapport a g. ]

Remarque importante 1. Soient g une forme quadratique de E et ‘B une base orthonormée de E,
notons M = Mat(q,B). Pour déterminer une base orthogonale par rapport a q et orthonormée par
rapport au produit scalaire <,>, il faut absolument considérer une base orthonormée de vecteurs
propres de la matrice M. Par contre, pour avoir juste une base orthogonale par rapport a g, on peut
utiliser la réduction de Gauss.

Exercice 7. WIMS : Bases orthogonales

S5 Application : Coniques du plan affine euclidien

Dans cette partie on va donner aux coniques qui sont bien connues géométriquement, un aspect
algébrique et on va les définir a partir des formes quadratiques.
Rappel : Une conique est la courbe obtenue en coupant un cone par un plan.

5.1 Définitions
i

Soit (E, E) un espace affine euclidien de dimension 2 muni d’un repére orthonormé R = (0,1, J).

On note X = ( ;C ) la matrice des coordonnées d’un point M de E.

Définition 5.1. Une conique de ‘E est le sous-ensemble C de E défini dans X par une équation du

type
ax® + bxy+cy? +dx+ey+f=0

ol (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} et d,e, fcR.Onnote qlaforme quadratique sur E définie par

q(OM) = q(xi+yJ) = ax® + bxy + cy?

()

q!(x?+ yf) =dx+ey

A sa matrice

IS Q
o IS

et ¥ la forme linéaire sur £

de matrice B = (d,e) La conique admet donc pour équation
q(OM) +y(OM) + f = 0.
L’ équation de la conique s’écrit aussi

XAX +BX + f =0.
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5.2 Forme réduite d’une équation de conique

Soit u I’endomorphisme autoadjoint de E tel que
YWweE,0(v) =<u(v),v>

Comme u est autoadjoint, il est diagonalisable dans une base (v},V3) orthonormée de vecteurs propres
associés aux valeurs propres respectives A et u de u. Dans le repere R’ = (0, v1,v3), on note (x',y’)
les composantes de M, alors il existe By, B, f € R tel que une équation de C dans R/ soit

A2 4y — 281X —2Boy + f = 0. (1

Cette forme d’équation est appelée réduite de la conique C.

5.3 Centre de symétrie d’une conique

Définition 5.2. Soit ® € E et S, la symétrie centrale de E de centre ®, on dit que ® est centre de
symétrie de C, si pour tout point M de C, M' = S,,(M) appartient a C.

Nous allons donner maintenant une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point du plan
soit le centre de symétrie d’une conique.

eps . . P Xi . .
Proposition 5.1. Soit ® un point de coordonnées Xy = ( yo ) dans R. Les assertions suivantes sont
0

équivalentes
1. o est centre de symétrie de C
2. AXo=—2

2axo+byo+d = 0
3 (S){ bxo+2cyo+e = 0

Démonstration. Soit Ry le repere (0),?', f), un point M de coordonnées X dans & a pour coordonnées
Y =X — Xy dans &p. On détermine une équation de C dans Ky ainsi :
Me(C < 'XAX+BX+f=0
— (Xo+Y)AXo+Y)+BXo+Y)+f=0
< 'YAY + (2'XoA+B)Y +'XoAXo+BXo+ f =0
Donc une équation de C dans Ky est

'YAY + (2'XoA + B)Y +' XoAXo+BXo+ f =0 )
D’autre part, M’ = S, (M) a pour coordonnées Y/ = —Y dans ®y. On a donc
Y'AY' + (2'XoA + B)Y' +'XoAXo + BXo + f

='YAY — (ZtX()A + B)Y —I—IX()AXO +BXo+ f
Si de plus M € (C alors

'Y'AY' + (2X0A + B)Y' +' XoAXo + BXo+ f =0

ce qui est équivalent a
(2’Xp)A+B)Y =0
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Donc, dans ce cas ® est centre de symétrie de C si et seulement si M’ appartient a C si et seulement
. t N . 7z 2z
st AXg = —TB, c’est-a-dire coordonnée par coordonnée

2axg+byo+d =
bxo+2cyo+e = 0

(@)

]

Remarque 5.2. 1. Il existe un unique centre de symétrie de la conique C si et seulement si A est
de rang 2, c’est-a-dire si g est non dégénérée.
2. Dans le cas ou q est dégénérée, le systeme (S) n’est pas de Cramer et la conique C n’a pas
nécessairement un centre de symétrie.

Proposition 5.3 (Equation réduite de C). 1. Il découle immédiatement de la proposition précé-
dente que ® est centre de symétrie de C si et seulement si l’équation de C dans Ky est

'YAY +' XoAXy +BXo+ f = 0.

2. On note (x”,y”) les composantes de M dans le repére R” = (m,V1,Vv2), alors I’équation de C
dans R a l'une des deux formes suivantes :

7\4)(”2 +yy”2 +h — O ou M”Z _ 2Bzy9a + h — O (3)

Sans perte de généralité, on suppose que A > 0 dans tout ce qui suit.

5.4 Classification des coniques

Soit C une conique d’équation dans un repére R = (®,v],v>), ® est donc le centre de symétrie
de C. On note ¢ la forme quadratique AX? + uY2. Nous allons classifier les coniques suivant le rang
de la forme quadratique associée ou encore suivant A, u, B et 3.

Théoreme 5.4. 1. Si le rang de q est égal a 2 alors C est une ellipse ou une hyperbole ou la
réunion de deux droites.

2. Sile rang de q est égal a 1 alors C est une parabole ou la réunion de deux droites ou un point.

Démonstration. Premier Cas : Cas ol la forme quadratique g est non dégénérée c’est-a-dire rgq =
2.

Comme ¢ est non dégénérée alors le produit des deux valeurs propres A et u est non nul. Soit
(0] <%, %) , le centre de symétrie de C. Dans le repere R = (®, v, v3),1’équation de C est

AX2+uY?+h=0.

D’ou,
X2 Y2 h
C.E-l-E'Fm—O
A u

2— 2|} . s 2 . Lo
en posant aT\hl et b|T||1|, on obtient I’équation équivalente

X2 Y?
z—f—glﬁ—f—f‘::o

avec e, e’ € {—1,1}.
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Deuxieme Cas : Dans le cas ou le rang de la forme quadratique g est 1.
On a Ay = 0. Supposons A # 0 et u = 0. L’équation de C dans le repere R/ sera alors

AX"2 = 2B, — 2B X'+ f =0.

Dans le repere Ky I’équation de C sera

!/
A (X’2 — 252‘—1() —2BY' +f=0.

Soit (%,O) ; dans le repere R = (o, v, v>), I’équation de C est

AX2—2BY +h=0

Les résultats géométriques du théoreme précédent sont récapitulés dans les tableaux suivants.

5.5 Tableaux récapitulatifs

Les tableaux suivant récapitulent les différentes formes réduites dégénérées et non dégénérées de
la conique qui a pour équation
AXZ+uY?+h=0.
5.5.1 Cas d’une ellipse

C’estle cas ot Au >0

5.5.2 Cas d’une hyperbole

C’est le cas ot Au < 0.

5.5.3 Cas d’une parabole

Dans ce cas la conique a pour équation AX2 —2B,Y +h =0

5.6 Exemples et exercices

Exemple 5. Dans I’espace affine euclidien usuel R?, on considere la conique C d’équation
9x% — 10xy +4y> =36 .

Soit la forme quadratique
g(x,y) = 9x? — 10xy + 4y
Ona

5\% 11,
:9 — = —_—
q(x,y) (x 9y) +35

donc la signature de g est (2,0) et alors C est une ellipse.
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L’endomorphisme autoajoint u de R? tel que
g(v) =<u(v),v> YveR?

a pour matrice dans la base canonique

Les valeurs propres de ¢ sont

A — 13+25ﬂ et u= 13—25\@
et
up=(2)1-+5
et

= (2)1+5
sont des vecteurs propres associés a A respectivement u Les axes de symétrie de C sont les droites
passant par I’origine de vecteurs directeurs respectifs u; et uy.

Exercice 8. WIMS : Invariants d’une conique

Ce cours a été préparé dans le cadre du projet européen TEMPUS CD-JEP-31147-2003, intitulé
"Mathématiques Assistées a I’Ordinateur et Modélisation" et qui entre dans la rubrique Multimé-
dias dirigée par Marie-Claude David et Bernadette Perrin-Riou, enseignants-chercheurs a 1’université
Paris-Sud.
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